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Epreuve de Mathématiques 1 PC

Durée 4 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Tournez la page S.V.P.

Il est interdit aux candidats de signer leur composition ou d’y mettre un signe quelconque pouvant indiquer sa provenance.



EXERCICE 1

+00

On considere la fonction { de la variable réelle x définie par la relation {(x) = Z — lorsque cette
n

n=1

notation a un sens.
Pour tout entier n € N*, on considere la fonction f;, définie sur]1; +oo[ par:

1.
(2).

3).

4.
5).

(6).

().
).

Vxell+ool, falx)= %

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction {.

Soit a € 11; +oo[. Montrer que la fonction { est continue l'intervalle [a; +o0].
Que peut-on en déduire pour la continuité de la fonction {?

Soit n € N*.
(—In(n)¥

(a). Montrer que: VkeN* Vxe]l;+oo[, ,(lk)(x) = >:
(b). Montrer que la fonction  est de classe € sur ]1;+oo[ et donner I'expression de (0 (x)

pour tout k € N* et tout x € ]1; +oo[ sous forme d’'une série.
Préciser le sens de variation de (.

On se propose dans cette question de justifier I'existence et de déterminer la valeur de la limite
de la fonction { en +oo.

(a). Montrer que { possede une limite finie en +oo.

N +00
1 1
(b). Soit N € N*. Montrer que : Vx=z2, 1s{x)s=s) —+ > —.
n=11" p=N+17

(c). En déduire la valeur de la limite de { en +oo
On considere a présent & €]0, +oo|.

ATlaide d’'une comparaison série-intégrale, déterminer un encadrement de {(1+ k) puis un équi-
valent de {(x) lorsque x tend vers 1.

Donner 'allure de la représentation graphique de la fonction .

+00 (_l)n
On pose : Vxel0;+oo[, Fx)= )’

n=1

X

(a). Justifier que F est bien définie.

(b). Montrer que F est continue sur R7.

(c). Montrer que : Vxe]l;+ool, {(x)+F(x)=2""*{(x).

(d). Déterminer ensuite la limite de F en +oo.



EXERCICE 2

On rappelle que .#), 4(R) o1 (p, ) € N* xN* désigne le R—espace vectoriel des matrices a p lignes et g
colonnes. On note .#, (R) au lieu de .#), , (R) et 'on identifiera R et ./ (R).
1 -1
-1 -1 ,
1 etVy= 1 et Ag=Up V.
1 -1
(a). Calculer Ay. Quel est le rang de Ay ?

(1). Soient Uy =

(b). Justifier que 0 est valeur propre de Ay puis déterminer une base du sous-espace propre
associé.

(c). (). Calculer AgUy.
(ii). Montrer que Ay est diagonalisable dans .74 (R).

(iii). Déterminer une matrice diagonale D de .#4(R) et une matrice inversible P de .Z,(R)
telles que Ag = PDP~!.

(2). Soit n=2et A€ .#,(R) une matrice de rang 1.

C1
(a). OndésigneparC=| : |lamatrice colonne égale a la premiere colonne non nulle de la
Cn
matrice A.
Démontrer qu’il existe une matrice ligne non nulle L = (21 Bn) e /), R) telle que
A =CL.

(b). Vérifier que LC = tr (A) puis montrer que A? = tr(A)A o1 tr(A) désigne la trace de A.
(c). Soit A une valeur propre de la matrice A et X un vecteur propre associé.
Montrer que (A? —tr (A)A) X = 0 et en déduire que le spectre de A est inclus dans {0, tr (A)}.

(d). Leréel 0 est-il valeur propre de A ? Quelle est la dimension de I’espace propre associé ?
(e). Vérifier que tr(A) est valeur propre de A.
(f). Montrer que: A estdiagonalisable < tr(A)#0
(3). Soit E un R—espace vectoriel de dimension finie n>2, et f € £ (E) tel que rg(f) =1let fo f #0
ol 0 désigne I'endomorphisme nul.
On désigne par u un vecteur de E tel que Im (f) = Vect(u).

(a). Montrer que f(u) # 0.
(b). En déduire que 'endomorphisme f posséde une valeur propre réelle non nulle.

(c). Montrer alors que f est un endomorphisme diagonalisable dans R.

Tournez la page S.V.P.



EXERCICE 3

Dans tout cet exercice, A désignera un réel strictement positif, et X une variable aléatoire réelle
A
discrete suivant une loi de Poisson de parameétre A, c’est a dire telle que: VjeN, P(X=j)= —e A
Jj!

(1). (a). Montrer que la variable aléatoire réelle discrete X(X —1) admet une espérance et la calculer.
(b). En déduire la valeur de E (X?).
A2+ A

(2). Montrer que : VieN*, PX=i)< >
i

Que peut-on en déduire pour la série de terme général P (X = i) ou i e N* ?

(3). Pour tout entier k € N*, on consideére la suite (u; i),y définie par:
Ai
(k+1)(k+2)...(k+1)

VieN*, u;r=

(a). Montrer que la série Z u; i converge pour tout k e N*.
i=1

+00
Pour tout k € N*, onpose alors:  YneN*, Rpr= ) ;.
i=n

(b). Montrer que, pour tout entier n € N*, il existe une constante K que I'on précisera telle que
+a>Ai

pour tout entier k =K, ona: Ryk s o
i=n

. k
(4). (a). Montrer que pour tout entier k>A, PX=k)< mP X=k).

Puis montrer que pour tout entier k =2\, PX>k) <P X=k).

1

(b). Dans cette question et uniquement cette question, on suppose que A < 2"

+00
Montrer a I'aide des questions précédentes que Z PX=zi)=1.
i=2
+00
(c). Dans le cas général, que vaut Z P (X = i)? Le justifier.
i=0
(5). Soit n € N\ {0,1}. Dans cette question, on considére Y une variable aléatoire qui suit une loi

binomiale % (n; E)

(a). Montrer que : VieR, 1-t<e’l

k k-Dk
(b). Montrer que : Vke{0,1,...,n}, (Z < %e_“("'k) ou a(n k)= ( Zn) .

“ANE k@A +1-k
(c). Montrer que: Vke(0,1,....n}, P(Y=k <> o ePEN ot B(n, k,\) = %
(d). Quelle majoration de P (Y = k) peut-on obtenir pour k€ Navec k =2A+1?2
n —AAk
(e). En déduire que pour ke Navec k=2A+1: Y P(Y=j)=< ¢ x
j=k+1 :



EXERCICE 4

On dit qu'un entier naturel n est premier si, et seulement si, il admet exactement deux diviseurs : 1
et lui-méme.

0 et 1 ne sont donc pas des nombres premiers. Par contre, 3 est un nombre premier puisque |'en-
semble de ses diviseurs est exactement {1, 3}.

Toutes les fonctions demandeées ci-apres seront a réaliser dans le langage Python

On pourra au fil des questions utiliser les fonctions construites dans les questions précédentes.

(1). Ecrire une fonction divise(p,q) d’argument deux entiers naturels non nuls p et q , renvoyant
True si p divise g et False sinon.

(2). Ecrire une fonction estpremier (p) d’argument un entier naturel p, renvoyant 1 si p est premier
et 0 sinon.

(3). Ecrire une fonction phi(p) d’argument un entier naturel p, renvoyant le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux a p.

(4). Pour n €N, on désigne par ¢(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n.
Pour la suite de cet exercice, on admettra le résultat suivant, appelé théoreme des nombres pre-

miers : P(n) adn oy’

Pour n € N*, on définit ©(n) = ’W 1
n

(a). Rappeler la définition de deux suites équivalentes (les suites envisagées seront supposées
n’avoir aucun terme nul).

(b). Prouver que le théoréme des nombres premiers implique qu’il existe une infinité de nombres
premiers.

(c). Ecrire une fonction test (epsilon) d’argument un réel epsilon strictement positif, ren-
voyant le premier entier naturel N = 50 tel que ©(N) <.

(d). Donner une suite d’instructions permettant de tracer le graphe de la fonction © sur [50;5000].
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