PSI Physique-chimie 2022 : corrigé

Partie I - Chauffage des poéles par induction

I.1 - Onduleur RLC série

Q1.

Q2.

Q3.

Un onduleur permet de convertir une tension continue en tension alternative. La présence
de la bobine impose la continuité de 'intensité traversant la charge RLC série : cette charge est
donc une source de courant.

Pour nT <t < (n+1/2)T, la loi des mailles donne u(t) = E. Pour (n+1/2)T <t < (n+ 1)T, on
au(t)=—F:

T 3T 2t
2 2

La tension aux bornes de la charge RLC s’écrit

Qi
uzuL+uC+uH:LdTZ§+uC+Ri

avec i = C'duc/dt. En dérivant cette relation puis en la divisant par L, il vient

1du d% Rdi 1 .
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Par identification avec 1’énoncé, on obtient




Q4. H est homogene a l'inverse d’une résistance (ou conductance) et s’exprime en 2!, Passons
I’équation différentielle précédente en notation complexe :

Jw wo

w . .
‘]fg: (Jw)2 + 0 +wo?l i
. i 1/(Lwo)
H(Jw)za_£+l+ﬂ
= wo Q ' jw
Avec R/L = wp/Q, il vient
1/R
H(jw) =
() 1 +jQ(w/wo — wo/w)

jw

— Aux petites pulsations, H (jw) ~ ROwo d’ou

w
Glw) ~
(w) RO,
— Aux grandes pulsations, H (jw) ~ jﬁ%@ d’ou
wo
G v
(w) ROw
Q5. D’apres la question précédente,
1/R

Glw) = VIt Q% w/wo — wo/w)?

G(w) est maximal lorsque la quantité Q?(w/wy —wo/w)? est minimale, soit lorsque w/wy —wp/w = 0,
d’ou w = wy. 1l vient

1 -1 e
Gmaxzﬁzl,zl-lo Lot

Q6. Les questions 4 et 5 illustrent un filtrage de type passe-bande d’ordre 2. Maximiser la puissance
de chauffage revient a maximiser 'amplitude du champ magnétique créé par la bobine, soit aussi
Pamplitude du courant qui la traverse. On a vu que G(w) = |i/u| est maximal en [w = wp |, d’ou la
condition de I’énoncé. La fréquence associée vérifie wy = 2n f, soit

1
f=—— =39kHz
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I.2 - Puissance induite dans la poéle

Q7. L’équation locale de Maxwell-Faraday s’écrit

En appliquant le théoreme de Stokes,

fﬁd?:_a (//E-d§>
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Q8. On choisit pour contour £ un cercle de rayon r orienté dans le sens direct, et pour surface S le
disque de rayon r s’appuyant sur ce cercle. Alors,

j{ E-rdfiy = 2rrE(r,t)
L

et

- Lt
//SB-rdrdGQL = 'UO/;Pi( )7TT2

D’apres la question précédente,

Mok 7r? 01 poph 7r? wly sin(wt)
2R Ot 2R

2rrE(r,t) =

11 vient

oty 7wl sin(wt
E(rt) = iR (wt)

Q9. La loi d’Ohm locale donne

. = Yok T wlgsin(wt)
—~E =
7= 4R o

La puissance volumique moyenne dissipée par effet Joule s’exprime
p q Yy pee p p

p=(J E) =v(E?

ou (E?) désigne la moyenne temporelle du carré du champ électrique. Comme E(r,t) varie en
sin(wt) et (sin?(wt)) = 1/2,

P=7 AR 32 R

32
Q10. On intégre p sur le volume de la poéle :
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Q11. Bien que meilleur conducteur électrique, ’aluminium ne posséde pas les propriétés magnétiques de
la fonte (fir fonte > fir,a1 = 1). La puissance induite variant en 12, une poéle en fonte chauffera
bien plus efficacement qu’une poéle en aluminium.

Q12. Le phénomene mis en jeu est I'effet de peau. Avec f = 39 kHz, on trouve

[ 1
b=/ ———=29-10"' mm
T pofte VS

L’épaisseur typique d’une poéle, e ~ 0,5 mm, est plus grande que  mais du méme ordre : le calcul
précédent devrait donner un ordre de grandeur raisonnable de la puissance induite.

1.3 - Influence du nombre de spires sur la température de la poéle

Q13. On applique le 1° principe de la thermodynamique a une tranche de section S et d’épaisseur dz, au
repos macroscopique et a P = cste, entre les instants ¢ et ¢t 4+ dt :

d2H = 52Qind + 52Qcond

On a
T
d*H = pc Sdz[T (x,t + dt) — T(a,t)] =~ pc de%tdt
puis
02Qing = p Sdz dt
et .
2 . . Ojitn
0“Qcond = Jtn(z,t)S dt — jin(z + da,t)S dt ~ —de S dt

Avec la loi de Fourier,
9 0T
0°Qcond ~ A\=—dz S dt
Ox?

En rassemblant les termes et en divisant par pc Sdx dt,

o p  AOT

E_pch@BxQ

Q14. Par analyse dimensionnelle des termes de 1’équation précédente,

m_am
T pcl?
B pcl?
T

En prenant pour taille typique le rayon d’une poéle a pancakes £ =~ 5 c¢m, on obtient 7 &~ 3 min, en
accord avec la durée du régime transitoire indiquée dans 1’énoncé : « quelques minutes ».

Q15. En utilisant I’équation de la droite d’ajustement,

160 = 2,18 N + 41

160 — 41

518 = 55 spires




Partie II - Déversoir de pate

I1.1 - Modele parfait

Q16. Pour un écoulement parfait, stationnaire, homogeéne et incompressible, on peut écrire, entre
deux points 1 et 2 d’une méme ligne de courant,

2

2
v U
P1+%+P921:P2+p72+ﬂ922

Q17. L’incompressibilité implique la conservation du débit volumique entre les points 1 et 2 :

’U1(t) 7TR12 = Ug(t) 7TR22

Ul(t)R12 = Ug(t)Rgz

Q18. Appliquons la relation de Bernoulli entre les points 1 et 2 :

2 2
v V!
P1+p71+p921=P2+pT2+0922

Avec Py = Py = Py, 21 = hp(t) et 2o = 0, cette équation devient
v1*(t) + 2ghy (1) = va?(t)

En injectant le résultat de la question précédente, il vient

2ghy(t)
t) = —
22 =\ T Ry R
Q19. La relation de la question 17 se réécrit
Ri\? dhy

w0 =-(5) &

On identifie alors les deux expressions de vy(t) obtenues :

_ <Rl>2 dhp _ 29hy(t)
Ry

at 1= (Ro/Ry)




Q20. En séparant les variables de I’équation différentielle précédente,

dh, 2g Y
Vhp 1-— Rg/Rl (R1/Ro)* —1

En intégrant entre 'instant initial t = 0 (h, = ho) et un instant ¢ quelconque,

2\/hy(t) — 2/ho = —RI/R; ¢

2
g
(1) = (“’7 - ¢ S(Ra /)~ 1 t)

A la fin de la vidange, hy(7,) = 0, soit

Q21. On trouve 7, = 2,0 - 107 s« Texp- L’hypothese d'un écoulement parfait sans viscosité est a revoir.

I1.2 - Modele visqueux

Q22. Dimensionnellement,

ho ~4-1072 ms !

~

Um
Texp

Le nombre de Reynolds est défini par

pvmd 2 pvym Ry
n n

Re =

On trouve numériquement Re = 0,3 < 2 - 103 : 'expression de A est donc valide.

Q23. La relation de Bernoulli généralisée s’écrit

2

pu1 pua? 64 pvm? hy(t)
P+ L P+ 2 —

L+ g = Pt S pgm

Or, P, = Py = Py, z1 = hy(t) et zo = 0. Par ailleurs, le rétrécissement étant négligé, I'incompressi-
bilité de I’écoulement implique v1 = v9 = vy,. La relation de Bernoulli devient alors

64 v hy(t)

29h(t) = = =5

En injectant 'expression de Re puis la relation d = 2R;,

_ 32nuvm  8nuy

pd®>  pRy?
Enfin,
dhy _ _ pRi’%g
dt o 8n




Q24. En intégrant la relation précédente,

2
hv(t) = ho — IOR81 gt
U
A la fin de la vidange, hy(7,) = 0, soit
877h()
Ty = 5
pR1%g

Q25. On obtient numériquement 7, = 1,3 s & Texp : le modele visqueux semble plus satisfaisant que le
modele parfait. Pour approfondir la modélisation, on pourrait tenir compte du rétrécissement de
section par ’ajout d’'une perte de charge singuliére.

Partie III - Autour du sirop d’érable

I11.1 - Manchon de sirop d’érable

Q26. D’un point de vue dimensionnel,

ov v o
Aol " o o0
Par =P b Mg Y g2

Le premier terme est négligeable devant le second & condition d’avoir

0< 1

pho?

Numériquement, Q = 13 rad.s™! et n/(pho?) = 5,710 rad.s ™! : cette condition est vérifiée.

Q27. En r = a, v(a,0) = aQ,V0 : le fluide visqueux adhére au cylindre tournant.




Q28.

Q29.

Q30.

Q31.

Le débit volumique de fluide a travers une section rectangulaire de largeur h et de longueur L s’écrit

a+h L a+h
:/ / U(T,G)drdy:L/
a 0 a

Le débit volumique par unité de longueur du cylindre s’écrit alors

o) = 249 _ /;MW, 0) dr

En posant u = r — a,

h h
Q) = / (aQ + 2 cos [u? — 2uh]> du = aQh + 22 cosf | u” _ uh
0 2n 27 3 0

pgcos O h?
0) = aQdh — ——

Avec Q(0) = @, la question précédente donne directement

pg cos 6 h3
31

11 s’agit d’assurer une solution h positive a ’équation F'(h) = 0,V6. Calculons la dérivée de F :

—aQh+Q = 0= F(h)

h?
F'(h) = PIT o860 — Qa
n

Pour cosf < 0, F’'(h) < 0 : comme F(0) = Q > 0, 'équation F'(h) = 0 admet toujours une solution
positive, comme le confirment les courbes données dans I’énoncé. Pour cosé > 0, F'(h) s’annule en

- Qan

pg cos 6

et

F(h) = pg( a ) COS@—Q@( an ) +Q=-2 ( a)77+Q
3n \ pgcosb pg cos 6 3\ pgcosb

Il faut alors imposer F (h) < 0 pour assurer ’existence d’une solution h positive, soit

2 [ (Qa)’n
3\ pgcosb

Q< Qmax(e) avec Qmax(e) =

Le cas le plus critique est obtenu lorsque Qmax(f) est minimal, soit pour cos =1 : on en déduit

2 [(Qa
Q< - ( ) = Qmax
3V pg
La masse de fluide entrainée est maximale pour le débit Qumax calculé a la question précédente. Le
débit massique par unité de longueur du cylindre vaut p Qmax- On intégre ce débit massique sur
une période de rotation 27/ du cylindre pour avoir la masse de fluide par unité de longueur :

Mmax _ 271' 2 [(Q 3p77 47T Qa3 pn
L




II1.2 - Mesure de la proportion de saccharose dans le sirop d’érable

Q32.

Q33.

Q34.

Par la loi de Hess,

AH® = vAtHY = —27 kJ.mol ™!

puis

‘ArS" => 1S5, =5JK "mol ™

D’apres la loi de Guldberg et Waage,
AG°=—-RTInK°
Par définition de I’enthalpie libre,
AG° = AH® —TAS°

On calcule la constante d’équilibre & T'= 298 K :

AH® —TAS®
RT

) =9.9-10* > 10*

K° =exp <—

La réaction peut étre considérée totale.

Dans I’hypothese d’une réaction d’ordre 1,

Cette équation s’integre en
[S] >
In < = —kqt
[Slo !

avec [S]p = [S](t = 0). En tragant In([S]/[S]o) en fonction de ¢ (en h), on constate que les points
expérimentaux sont alignés : I’hypothése de l’ordre 1 est vérifiée et 'opposé de la pente
correspond A la valeur de la constante de vitesse : k1 = 1,4- 1073 h™%
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Q35.

Q36.

Q37.

Q38.

Q39.

D’apres la loi d’Arrhenius,
d(In k) E,

dT" ~ RT?
En l'intégrant entre les températures 71 (k1) et To (k2),

()= B (L Ly Bl )
k) R T, T,)  RNOT

E. =
YT, -y

T\T.
EREZICL N (?) =1,1-10% kJ.mol™"
1

A P = P° et T = Tpys, les phases solide et liquide sont en équilibre, ce qui se traduit par ’égalité
des potentiels chimiques de ’eau pure dans chacune des phases :

N:ésl?l (Thus) = N:éllilq (Thus)

Par définition,

Neau - Meau /Meau
Neau + Nsucre Meau / Meau + Msucre / Msucre

Teau =

AT = T, les phases solide et liquide sont en équilibre. L’égalité des potentiels chimiques de 'eau
dans chacune des phases s’écrit

*,501 * 1
Me;l? (Tf,us) = /“Leétllq(Tf,us) + RTf,us In Leau

Soustrayons les deux relations obtenues aux questions 36 et 37 :

*,501 *,s01 *,liq *,liq

Hean (Tf/us) — Heau (Tfus) = RTf/us In Zeau 1 Heau (Tf/us) — Heau (Tfus)

En utilisant la relation de Gibbs-Duhem de part et d’autre,

_S*’SOI(Tf(us - Tfus) = RTf/us In Teau — S*Jiq(Tf/us - Tflls)

eau eau

(S*,liq _ S*ySOl)(Tf{uS _ Tqu) = RTf(uS ln Zeau

eau eau

Par définition de I’enthalpie de fusion molaire de ’eau pure,

Afus}I

(Thus — Thus) = RTfys In Tean

(Tf/us - Tfus)AfusH = RTfusTf,us In Zean

La relation précédente se réécrit
(Tf,us - Tfus)AfusH = RTquTf/us ln(l - xsucre)
En supposant xgucre < 1 et T f/us ~ Ttus, un développement limité permet d’écrire

(Tf/us - Tfus)AfusH = _RTf?lsxSucre

_ RTE,

/
Ttus — Ths = K Tsucre avec K= Aol
us
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40. Avec Tty — T}.. = 1,5°C, on trouve
fus

Tros — Th VAp H
Lsucre — ( fus ij_,u;) fus 7 = 1,5- 1072
fus
Par définition,
msucre/Msucre N msucre/Msucre

Tsucre =

meau/Meau + Msucre /Msucre Meau /Meau

car Tgucre < 1. Ainsi,
(msucre/meau)Meau

Tsucre

Msucre =

La solution étant & 15 % en masse de sirop d’érable, mgycre/Meau = 15/85. On en déduit

15 Meau

M, sucre —
85 Tsucre

=2,1-10? g.mol™!

Q41. Soit ng la quantité de matiére initiale de saccharose. A Pavancement £, un bilan de matieére donne
n(S) =no — &, n(G) = n(F) = £ et ngyere = no + £. La proportion molaire en saccharose s’écrit

n(S) 1-¢/no
Ngucre 1 +§/n0

Ymol =

Par définition,

(no — §)M(S) + EM(G) 4+ EM(F)

M. _ Msucre
sucre = =

Nsucre no _|_£
A (L= &/no)M(S) + (§/n0)[M(G) + M (F)]
sucre T £/n0
£

= [Msuere + M (S) — M(G) — M(F)] = M(S) — Msucre

no

é _ M(S) - Msucre — 0 69
no  Msuere + M(S) — M(G) — M(F) ’

On en déduit

m_()lg

ymd:l—l—g/no_

La proportion massique en saccharose s’écrit

_ m(S) _ m(S) neuere _ (o —§M(S) 1 1-—&/ng M(S)
Ymas Msucre Nsucre Msucre ng + 5 Msucre 1+ 5/”0 Msucre

En reconnaissant la proportion molaire déja calculée,

_ M(S)
Ymas = ymolM

sucre
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