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Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

« Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en
évidence des résultats.

« Ne pas utiliser de correcteur.
e Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition.

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de quatre exercices indépendants.
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EXERCICE 1

Soit n un entier naturel non nul. On note E,, = R,[X] et pour tout k € [0, n]l, Py = X~

Questions de cours

Soit @ un réel.

1.

Justifier que la famille & = (1, X — a, ..., (X — @)") est une base de E,,.

2. Soit P un polyndme de E,,.

Donner sans démonstration la décomposition de P dans la base & a I’aide des dérivées succes-
sives du polyndme P.

3. On suppose que « est une racine d’ordre r € [1,n] de P.

Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de P par (X — ).

destesksksk

A tout polyndme P de E,, on associe le polyndme Q défini par :

1
QX) = X P(X) - (X2 =1 P'(X)

et on note T I’application qui a P associe Q.

4.

Soit k € [0, n]]. Déterminer T (Py).

5. Montrer que 7 est un endomorphisme de E,,.
6.
7

. On suppose que A est une valeur propre réelle de I’endomorphisme 7 et soit P un polyndome

Ecrire la matrice M de T dans la base & = (Py, Py, ..., P,) de E,.

unitaire, vecteur propre associé a la valeur propre A.

7.1. Montrer que P est de degré n.
7.2. Soit zo une racine complexe de P d’ordre de multiplicité r € N*. Prouver que z(z) -1=0.

7.3. En déduire une expression de P.

Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme 7'.
L’endomorphisme 7 est-il diagonalisable ?

EXERCICE 2

Questions de cours
Soit a et b deux réels avec a > 0. Choisir sans justification 1’expression correcte de a” :
(A) . eb In(a) (B) - el In(b) (C) . eln(a) ln(b).

Soit x et y deux réels tels que x < y et # un réel de 0, 1[.
Comparer t* et .

Donner, sans démonstration, le développement en série entiere de la fonction exponentielle
réelle et donner son domaine de validité.
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4.

+00
On considere la fonction I définie par I'(x) = f e ldr.
0

On admet que cette fonction est définie sur ]0, +oo[ et que, pour tout réel x strictement positif :
I'x+1)=xI(x).

Calculer I'(1) et en déduire, en effectuant un raisonnement par récurrence, la valeur de I'(n + 1)
pour n € N,

destesksksk

Pour x € R, on note, lorsque cela a un sens :
1
F(x) = f dt
0

5.1. Déterminer I’ensemble de définition de F.

ou, comme il est d’usage, =

5.2. Déterminer le sens de variation de F.

5.3. Démontrer que pour tout x réel positif, on a : F(x) >

| =

5.4. Démontrer que F est continue sur son ensemble de définition.

5.5. Déterminer lim F(x)et lim F(x).

X—+00
Les théorémes utilisés seront cités avec précision et on s’assurera que leurs hypothéses
sont bien vérifiées.

5.6. Dresser alors avec soin le tableau de variations de F et donner une allure générale de

sa courbe représentative dans un repere orthonormal. On admettra que F’(0) = 7 et on
tracera la tangente au point d’abscisse x = 0.

Soit x un réel strictement positif.
™ 1In" (1)

Pour tout entier naturel n, on note g, la fonction définie sur ]0, 1] par g,(¢) = '
n!

6.1. Démontrer que la série de fonctions Z gn converge simplement sur ]0, 1] et donner sa

neN
somme.
1
1 Tn+1
6.2. Démontrer que, pour tout entier naturel 7, f lg.(0)dt = —¥ .
0 n! (nx + 1)r+!

6.3. Etablir enfin que 'on a :

+00

R

n+l *
oy (1 + nx)y+*
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EXERCICE 3

On note E I’espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles continues sur R, .

Pour tout élément f de E et tout x € R, on pose F(x) = f f(u)du.
0
1. Justifier que F est de classe C' sur R, et donner pour tout x € R, I’expression de F'(x).

1
Soit ¥ : f € E > ¥ (f) définie par : ¥ x € R,, ‘I’(f)(x):f £ (xp) dt.
0

2. Exprimer, pour tout réel x strictement positif, W(f)(x) a I’aide de F(x).
3. Justifier que la fonction W(f) est continue sur R, et donner la valeur de W(£)(0).
4. Montrer que ¥ est un endomorphisme de E.

5. Surjectivité de ¥
(1
Soith:xeR, —h(x)={ " Sm(}) pourx >0
0 pour x =0

5.1. Montrer que la fonction 4 est continue sur R,.
5.2. La fonction h est-elle de classe C' sur R, ?
5.3. Soit g € Im(P).
Montrer que la fonction x — x g(x) est de classe C Usur R,.
54. A-t-onh € Im (V) ?

5.5. Conclure.

6. Montrer que ¥ est injective.

7. Recherche des éléments propres de ¥
7.1. Justifier que 0 n’est pas valeur propre de V.

Soit 1 € R. On considere 1’équation diftérentielle (L) sur R :
vy + H y=0.
X

7.2. Résoudre (L) sur R}.
7.3. Déterminer les solutions de (L) prolongeables par continuité sur R,.

7.4. Déterminer alors les valeurs propres de 'V et les sous-espaces propres associés.
8. Soitn e N, n> 1. Pouri € [1,n], on pose:

x' In(x) pour x>0

f,-:xER+|—>fl~(x):xetgi:x€R+'_>gi(x):{0 pourx:O

On note & = (fi, ..., fn, &1, ---» &n) €t F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par A.

8.1. On veut montrer que la famille 8 = (f,, ..., f,, g1, ..., &) est une base de F,

Soit (@;)ief1,,) €t (B)) jef1,.7 des scalaires tels que Z a; fi + Z,Bj gi=0. (%)

i=1 j=1

4/6



8.1.1. Montrer que a; = 5; = 0.
On pourra simplifier ’expression (x) par x lorsque x est non nul.

8.1.2. Soit p € [1,n—1]. On supposeque @} =---=a, =f; =--- =L, =0.
Démontrer que ap.1 = By41 = 0.

8.1.3. Conclure et déterminer la dimension de 1’espace vectoriel F,.

8.2. Ou’on démontre que ¥ induit un endomorphisme sur F,

8.2.1. Soit x > O et p € N". Montrer que I’intégrale f ) t” In(r) dt est convergente et la
calculer. °
8.2.2. En déduire que ¥ induit un endomorphisme V¥, sur F,.
8.3. Donner la matrice de I’application ¥, dans la base 8.
8.4. Démontrer que ¥, est un automorphisme de F,.

2
8.5. Soitz:x€R+|—>z(x):{(x+x)ln(x) pour x>0 .
0 pour x =0

N . PRy, P . -1
Apres avoir vérifié que z € F,,, déterminer ¥} " (2).

EXERCICE 4

Question de cours

1. Rappeler la définition d’un événement négligeable et d’un événement presque sir.

Hkockoskek

Soit (u,),en une suite de réels telle que uy = 1 et pour toutn > 1, u, €]0, 1[.
Pour tout n € N, on pose p, = l_[ U.
k=0
2. Etude de la suite (P)nen
2.1. Montrer que la suite (p,),en €st convergente. On note ¢ sa limite.
2.2. Démontrer que ¢ € [0, 1[.
2.3. Soit g € [0, 1[. Montrer que si a partir d’un certain rang ng, on a u, < ¢, alors £ = 0.

2.4. Que peut-on dire de ¢ si la suite (u,) est décroissante ?

) 1
2.5. Déterminer la valeur de € dans le cas ot uy = 1 et pourtoutn > 1, u, =1 - TESY
n
3. On considere une famille (X, ),y de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé

(Q, A, P) avec :

e X, est constante et égale a 1,

e X, suit la loi de Bernoulli de parametre u,

e pour tout n > 1, X, suit une loi de Bernoulli de telle sorte que :

Prx, =01 ([Xns1 = 11) = 0 et Pix,—1; ([Xp1 = 1]) = w41
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3.1.

3.2
3.3.

Démontrer par récurrence sur 1’entier naturel n que I’on a :
VneN, P(X, =1]) = px.

En déduire I’espérance E(X,,) de la variable aléatoire X,,.

Déterminer les valeurs de I’entier naturel n pour lesquelles les deux variables aléatoires
X, et X,,.1 sont indépendantes.

4. On suppose que £ =0

4.1.

4.2

4.3.

44.

Soit deux entiers naturels non nuls m et n tels que m < n.
Montrer que la probabilité de I’évenement [X,, = 0] N [X,,.1 = 1]N...N[X, = 1] est nulle.

Quelle est la probabilité de I’évenement ﬂ[Xk =1]?
k=0

En déduire que la probabilité de I’évenement A = ﬂ[Xn = 1] est nulle.
neN

On définit les variables aléatoires Y et Z par :

Max {n e N/ X,(w) = 1} s’il existe
YweQQ, Y(w)= )
—1 sinon

et

+00
Z Xi(w) sila série converge

+00 sinon

Démontrer que P([Y # Z]) = 0.
Que peut-on en conclure pour I’éveénement [Y = Z]?

FIN
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