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Enoncé et corrigé
EXERCICE 1

Soit f la fonction définie sur R* muni de son produit scalaire canonique, par :
VX = (x’y7z,t) € R4, f(X) = xz +y2 +Z2 +t2

On cherche les extrema éventuels de la fonction f sous la contrainte : H = {X =(x,y,2,1) € R* x+ y= 2}
et les points ou ces extrema sont atteints.

Premiére méthode

2

1. Déterminer les extrema de la fonction £ : (u, v, w) € R® = 2u? + v* + w? — 4u + 4.

2. Déterminer les solutions du probleme posé.

Deuxiéme méthode

Soitg: X = (x,y,2,t) eR* > x+y-2.

3. En utilisant la fonction g, déterminer les extrema possibles de f restreinte a H.
4. Retrouver les solutions du probleme posé.

Troisieme méthode

Soit F = {X = (x,y,z.t) eR*, x+y=0} et ¥ = (-1,-1,0,0) e R*.

5. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et en donner la dimension.
6. Déterminer le sous-espace orthogonal du sous-espace F.

7. Calculer la distance d(Y, F') entre Y et le sous-espace vectoriel F.

8. Soit X e R* Justifierque: X ¢ H <= X+Y¢eF.

9. En déduire la structure de I’ensemble H.

10. Retrouver de nouveau les solutions du probléeme posé.

Correction EXERCICE 1

Premiere méthode
1. La fonction & étant polynomiale, elle est de classe C* sur R>.
. oh oh oh : o .
On a facilement : 0_(X ) =4u—4, G_(X )=2vet 8_(X ) = 2w et donc le seul point critique est le point
u 1% w

(1,0,0).
Il vient ensuite : a(u, v,w) =2(u—1)> +v? +w? +2 > 2 = h(1,0,0).

On en déduit que | la fonction 4 admet un minimum qui vaut 2 au point (1,0,0)

2. La fonction f étant polynomiale, elle est de classe C* sur R*.
Soit X = (x,y,z,t) € H. Alors, y =2 — x et f(x,y,2,1) = h(x,2,1).
En utilisant alors la question précédente, on en déduit que f(X) > 2 avec égalité si, et seulement si :

X =(1,1,0,0), c’est-a-dire que| f possede un minimum global qui vaut 2 au point (1,1,0,0)

Deuxiéme méthode
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3. L’ensemble des zéros de la fonction g est H.

D’apres le théoreme d’optimisation sous contrainte, si f, restreinte & H, admet un extremumen X = (x,y,z,1),
alors V f(X) est colinéaire a Vg(X), c’est-a-dire ici : (2x, 2y, 2z,2t) est colinéaire a (1,1,0,0) ou encore,
z=t=0etx=y.

Or, X = (x,y,2z,1) € H et donc si f possede un extremum local en X, alors x +y = 2 et par suite, x =y = 1

c’est-a-dire| X=(1,1,0,0)=A

4. Réciproquement, soit maintenant X = (x,y,z,1) € H.
fFX)-fA)=x+2-x)*+Z+-2=2(x-1)*>+ 72 +1* > 0 et ainsi,

f admet un minimum global égal a 2 et atteint en A

Troisieme méthode
Soit F = {X = (x,y,z.t) eR*, x+y=0} et ¥ = (-1,-1,0,0) e R*.

5. F est un hyperplan de R*, donc sous-espace vectoriel de dimension 3.

6. Facilement,| F*=Vect(Z)ouZ=(1,1,0,0)

Y|Z
7. D’apres le cours,| d(Y,F) = [<¥iz>] =2

8. Soit X = (x,y,z,1) e R,
Ona:XeH < x+y=2 <= (x-1)+(y-1)=0 < X+YeF

9. On en déduit que H est un sous-espace affine, de direction F:| H=Y + F

10. Ona: {f(X), XeH}={|X|>, XeH} ={|X+Y-Y|*, XeH} ={|Z-Y|* ZeF}.
Ainsi, pour tout X € H, on a : f(X) > d(Y,F)* = 2 avec égalité si, et seulement si X + Y est le projeté

1,1,0,0
orthogonal de Y sur F, ¢’est-a-dire si X = ﬁm =(1,1,0,0).

On retrouve donc que f posseéde un minimum global égal a 2 et atteinten A = (1, 1,0,0).

EXERCICE 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On note E,_; = C,_[X] le C-espace vectoriel de dimension 7, des polyndmes de degré inférieur ou égal
an—1 eta coefficients dans C.

On note & = (Qy, Q1, ..., Q1) ol pour tout k € [0,n — 1], Ox(X) = X*, la base canonique de E,_;.

Pour tout & € C, on note ¢, I’endomorphisme de E,_; qui a tout polyndme P, associe :

()= ";I)P(aq))ﬂ
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On notera A, la matrice de I’endomorphisme ¢, dans la base canonique % de E,_;.

Soitw =er.On rappelle que " = letque w = w ™' = —.
w

n

1. Déterminer, suivant la valeur de 1’entier relatif m, la somme : o, = Z W"rY,
r=1

Soit A, = (ai.r)1<k.e<n 1a matrice associée a I’endomorphisme ¢,,.

2. Ecrire la matrice A,, dans le cas ou n = 3. On utilisera le nombre complexe j=¢e3 .

1
Démontrer que, pour tout couple (k, ) € [1,n]% ona: Ak = ——= WD)
n

La matrice A,, est-elle symétrique ? Peut-on affirmer qu’elle est diagonalisable ?
Calculer A, x Az. En déduire que A,, est inversible et déterminer son inverse.
Déterminer alors un nombre complexe a tel que : ¢! = @,.

Calculer (A,,)? puis vérifier que (A,)* = I,..

X AM AW

La matrice A, est-elle diagonalisable ?

Eléments propres de ¢,

n

X-wi
9. Déterminer les valeurs propres possibles de ¢,,.

On note, pour g € [0,n - 1], L,(X) = En particulier, Ly(X) = 1+ X +--- + X"1,
10. Exprimer les n racines du polynome X" — 1 a I’aide de puissances de w.
11. En déduire que : Vg € [0,n - 1], L, € E,_;.

On pose Hy = Vect(Qy, Ly) et on admet que (Qy, Ly) en est une base.

12. Vérifier que H, est stable par ¢,,.
13. Ecrire la matrice de I’endomorphisme induit par ¢,, sur Hy dans la base (Qo, Ly).
14. En déduire :
— un vecteur non nul de Ker(¢,, —Idg, ),
— un vecteur non nul de Ker(¢,, +1dg,_,).
15. Dans le cas n = 3, déterminer le spectre de A,,.

16. Dans le cas n = 4, déterminer les valeurs propres de A,,.

o o Yo
w
o o o Y
17. Déterminer les valeurs propres de la matrice 0 w 0 wO
NG
n—1
Y0 0 0

vn
18. Montrer que le sous-espace vectoriel G = Vect(Qy, Q,_1, L1, L,_1) est de dimension 4 et est stable par
Pw-
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19. Déterminer enfin, pour n > 5, le spectre de ¢,,.

Correction EXERCICE 2

1. Il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raison w™.
Ainsi :

— sim =0 [n], alors o, = n.

n—l mn_l
—sinon,O'mzZ(wm)r:&zOpuisquew”z1.
r=0 w" -1
1 1 1 1
22A;=—|1 j
SRV

3. Soit k € [0,n - 1]. Alors ¢, (X*) = \}_ Zwqu”’

1 1 1
1 1 w cee wn_l
Ainsi,| V (k,€) € M1, n]?, ax; = — kD=1 puis A, = — | 1 w? W20 |
CoUn NG
1 w}’l—l cee w(n_l)z

4. Facilement, pour tout couple (k,¢) € [1, nl?, ag = ay et la matrice A, est symétrique.
Comme elle est a coefficients complexes, on ne peut affirmer a cette étape qu’elle est diagonalisable.

5. Soit (k, 1) € [1,n]>.

1
Comme w est une racine n-ieme de 1’unité, @ = —
W

Donc (A, x Ag),, = Zw(k D(g-1)5a-D0-1) _ 1
| q 1 I’l

Z“’(q D(k=1)
Ainsi :

— sik+#1, (A, wa)k’, =0

— sik= l, (Aw XAw)k,l =1.

Il en résulte que A, x Az = I, etdonc :| A, estinversible et [A,]™' = A5

6. D’apres la question précédente,| ¢ = ¢z

i
L

Ainsi,| si Q= ¢,(P), alors P(X) = Q(w™) X* | (formule de réciprocité de Fourier)

«l‘ —
=
bl
Il
o
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7. Notons [A(w)]* = (aw).

n n—1
Alors @ = l Z wk=Dg=1) (=D (g-1) _ l Z wkH=2)a.
n n

g=1 q=0
Ce qui prouve que :

— Sik-i-lEZ[l’l],Clk’]:l

— sinon, a; = 0.

On en déduit ensuite immédiatement que | [A(w)]* =1, |en élevant de nouveau au carré.

8. Ainsi, le polyndme X* -1 = (X - 1)(X +1)(X +1)(X - 1) est annulateur de A,,.

Il est scindé dans C, a racines simples : la matrice| A, est diagonalisable dans .#,(C)

9. D’apres la question précédente, les valeurs propres de ¢, sont dans I’ensemble {-1, 1, —i,i}.

10. Les racines du polyndome X" — 1 sont les racines n-iemes de 1’unité, i.e. les w? avec p € [0,n - 1].

11. Pour tout g € [0,n - 1], w? est racine de X" — 1, donc X — w? divise X" — 1. Ainsi,| L, € E,_;

1
12. On a: ¢,(Qy) = —= Lo.

Vn
Puis, pour tout g € [1,7n - 1], Lo(w?) = 0, donc ¢, (Ly) = —=Lo(1) = v/n Qy.
n

Ql_\

Conclusion : |  Hy = Vect(Qo, Ly) est stable par ¢,,

13. D’apres la question précédente, la matrice de la restriction de ¢, a Hy dans la base QgL s’écrit :

0 n
1
— 0
vn
14. 1l en résulte immédiatement que 1’on a :
— Lo+ \/EQO € Ker(‘ﬁw - IdEn)
— L() - \/EQO € KCI'((,Dw + IdE,,)
15. Cas n = 3.
I 1 1
= L 2
J
V3l 7

On sait déja d’apres la question précédente que 1 et —1 sont valeurs propres de A ;.

1
Comme tr(A;) = —=(1 +2j) =i. la troisiéme valeur propre est i.

V3
D’ou| Sp(A;)={-1,1,i} |etKer(p, —i.idg,) = Vect(Q; - 0,).

6/15



16. Cas n = 4.

1 1 1 1

I i -1 -

I -1 1 -1}

I -i -1 1

On sait toujours que 1 et —1 sont valeurs propres de A,,.

On a : tr(A,) = 1 +i. Comme les seules valeurs propres possibles sont 1,-1,i et —i, les deux autres
valeurs propres sont 1 et i.

1
Dans cecas, A, = 3

D’ou| Sp(A,)={-1,1,i} |etKer(p, —iidg,) = Vect(Q; — Q3).

On peut retrouver ces résultats en calculant effectivement le polynome caractéristique de A,, : notons
C=2A,.
X-1 -1 -1 -1

-1 X-1i 1 i

-1 1 X-1 1

-1 i I X-1
En effectuant I; < L; — L, et Ly < Ly — L,, on obtient :
X-1 -1 -1 -1

-1 X-i 1 i
)= g 1iiox x-2 1-i
0 2i-X 0 X-2i
En effectuant alors C, < C, + C4, on obtient :
X-1 -2 -1 -1

-1 X 1 i .
xc(X) = 0 2-X X-2 1-i =(X-21)| -1 X 1
0 0 0 X-2i
En effectuant enfin C, < C, + C5 il vient :

X-1 -3 -1
xc(X)=(X-21) | -1 X+1 1 |=(X-1)(X-2)(X*-1-3)=(X-2i)(X-2)(X-2)(X +2).
0 0 X-2

Alors yc(X) =

Finalement,| les valeurs propres de A, sont donc : 1 d’ordre 2, -1 d’ordre 1 et i d’ordre 1

17. Casn > 5.

Par la méme méthode qu’au-dessus, on obtient les valeurs propres de A, danslecasn=5:| {1,-1,i,-i}

18. Prouvons que la famille (e, e, 1, L, L, 1) est libre :
Soient (a, b, c,d) des complexes tels que aey + be,_; +cL; +d L, =0.

_ . . w+bw =
Comme L, | = Ly, en écrivant que les coefficients d’ordre O et n—2 sont nuls, on trouve : { ZZ : b; B 8

et comme w* # 1, la famille est bien libre.

C’est donc une base de G et| dim(G) =4
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(@)= - 'g(wxv.

1 oX -1 1 (wX)-1

1 n—1
Or:L, = = = X)4
r ol wX -1 ol wX -1 w"! qz:(:)(a) )
n—1
et donc, ¢, = L, .
"% (Ql) \/ﬁ 1
e De la méme fagon, on trouve que : ¢,(Q,-1) = —Ll, vo(Ly) = i Orety,(L,y) = \/_ = Ot

7

Ainsi,| G est stable par ¢,

19. La matrice de la restriction de F,, 2 G dans la base (e, e,_1,Li,L, 1) est:

0o Y=
w
o o o V1
W'
w
0 — 0 0
NG
wnfl
0 0 0
Jn
qui admet exactement pour valeurs propres {1, 1,1, —i}.
Ainsi, lorsque n > 5, en utilisant la question 9.,| le spectre de ¢,, est {-1,1,-i,i}
EXERCICE 3

Question de cours

1. Rappeler le développement en série entiere de la fonction exponentielle et son domaine de validité.

skskokskesk
+00 xn
On pose, lorsque cela est possible, f(x) = " OB
n=0 \1:

Montrer que la fonction f est définie sur R.

Justifier que f est de classe C* sur R.

Démontrer que la fonction f est lipschitzienne sur tout segment [a, b] de R.
Prouver que pour tout réel positif x, f'(x) <e*.

Soient x et y deux réels positifs. On note z = max(x,y). Prouver que 'on a : |f(x)

A A o

Prouver que 'ona: f(x) -1 ~ x.

x—0

On pose, pour tout x > 0, g(x) = [ f(t)]
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8. Justifier que g est de classe C*™ sur |0, +oo|.
9. Etudier le signe de g sur ]0, +oo[.
10. Montrer que : g(x) ~ In(x).

11. Prouver que pour tout £ >0, ona: f(¢) > 1 +1.

12. En déduire que g possede une limite finie lorsque x tend vers +oo.
1
13. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F(X) = ———.
X(1+X)2

14. Démontrer que pour tout x > 1,on a:

g(x) < ( +1)+X+Ll+ln(2)—%

15. En déduire que g est majorée par In(2) sur |0, +oo|.

Correction : EXERCICE 3

1. Pour tout réel x, e* = —.

2. Soit x un réel.

Alors: VneN, 0«

I
C(n)? T !

xl’l

(MP

est convergente sur R tout entier et| f est définie sur R

qui est le terme générique de la série exponentielle.

Ainsi la série Z 5
n=0 ( )

On peut aussi dire que

1
— = o0 . Il en résulte que la série entiere qui définit f a un rayon de
(n ')2 n—+00 I’l'

convergence infini et on retrouve que f est définie sur R.

3. f estdéveloppable en série entiere :| f est de classe C*° dans R

4. La fonction f étant de classe C* la fonction f” est continue et bornée sur tout segment.

Il en résulte que| f est lipschitzienne sur tout segment de R

n—1 +00
5. On a vu que f est dérivable, et pour tout x, f'(x) = Z nx Z 1 1 ik
n>0 n— n.
x" X"

SoitxeR, :ona,pourn>1, ——— < —.
(n-1)!n! n!

On en déduit que pour tout| xeR,, f'(x) < e

6. Soient x et y deux réels positifs, on pose z = max(x,y).

Alors pour tout £ compris entre x ety, |f'()| < €°. On applique maintenant le théoréme des accroissements
finis entre x ety :

lf(x) = f)|<elx—y
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ce qui est précisément ce que 1’on souhaite.
On peut aussi utiliser la formule de Bernoulli Soit x > 0 On a puisque toutes les séries sont convergentes :

_y) Zxk n—1-k - y
= I; (];1?)2 |X y|z ')2\| _y|z _ez|x_y|

() - FO)] = fﬁ

7. La fonction f étant développable en série entiere, elle admet un développement limité a tout ordre au
voisinage de 0.

Ainsi : f(x) = l+x+o(x)etdonc:| f(x)-1 X

8. On pose, pour tout x > 0, g(x) = /
tLf (f )
Soit x > 0.
1
La fonction 7 TOF est continue sur [1,x] (ou [x, 1]) puisque f est continue et ne s’annule pas sur
[1,x] (ou [x, 1]).

Ainsi, la fonction g est bien définie sur |0, +oo[. De plus, 7 est de classe C* donc, par le

L
tf (1)

théoreme fondamental de 1’analyse,| g est dérivable, de dérivée ¢ —

_
1(f())

On en déduit enfin que | la fonction g est de classe C* sur R

9. Comme g’ > 0 sur R}, g est strictement croissante sur cet intervalle.
De plus, g(1) = 0 implique que g est strictement négative sur I’intervalle ]0, 1[ et strictement positive sur
I'intervalle |1, +oo[.

10. Soit x > 0.
1

t(f(1))? =0

. . . . . o1 *1 .
Alors, par intégration des relations de comparaison, on obtient : f ———dr ~ f —dt, soit
rr(f(0))2 0 St

1
et la fonction ¢ ” est continue et n’est pas intégrable sur [ 1, +oo[.

§(x) ~ In(x)

tn
11. On écrit, pour tout 7 > 0 : f(t)—1+t+z >1+t>t.

nt)?”

1
12. Pour tout ¢t > 1, on a ———— donc, par comparaison avec une série de Riemann, I’intégrale est

(f( Rl

convergente au voisinage de +oo, on en déduit que| g admet une limite en +oo
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b
13. D’apres le cours : F(X) :%+X+1 + (le)z'

Par la méthode des pdles, on a facilementa =1 et ¢ = —1.

De lim x F(x)=0=a+b, on tire finalement b = —a = -1

X—+00

1 1 1

Ainsi : F(X):)_(_X+l RCERIE

14. On déduit de la question 11. que : V x €]1, +oo[, g(x) < [ F(t)dt
1

x 17" 1 1
Comme fl F(r)dt = [ln(t) —In(z+1)+ m]l = ln(xjf 1) toog Y In(2) - X le résultat est établi,

X 1 1
it : <1 —+1In(2) - =
soit : g(x) < n(x+l)+ Tt n(2) 5
a ) =ln(1-— 1 ).
+1 I+x
En utilisant alors la concavité de la fonction In sur R} : V¢ >0, In(1 —¢) < —¢, il vient :

VxeRj,ln( )+ ! <0.
x+1

15. On peut écrire : Vx € R}, In (
X

x+1

Le résultat obtenu a la question précédente donne alors :| VxeR}, g(x) <In(2)
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Rapport du jury
Commentaires généraux

Tout d’abord, répétons comme tous les ans les mémes remarques générales que trop de candidats ne
semblent pas respecter :

— Les correcteurs ont signalé a de nombreuses reprises un nombre important de copies mal ordonnées,
mal présentées, raturées, voire illisibles par endroits (la rédaction de la copie ne doit pas occasionner
un jeu de piste pour I’examinateur) : les étudiants doivent s’appliquer a présenter une copie claire
et propre.

Il est rappelé que les copies doivent étre correctement numérotées, dans un ordre cohérent. Nous avons
méme rencontré cette année des candidats qui utilisent leur propre numérotation différente de celle de
1I’énoncé.

Les copies quasiment illisibles sont lourdement pénalisées.

Enfin, I’orthographe fantaisiste donne une treés mauvaise impression a la lecture de la copie.

Nous insistons sur ces points qui défavorisent a coup siir le candidat, méme s’il n’y a pas dans le bareme
de points de présentation : le correcteur regarde la copie d’un ceil moins bienveillant dans ce cas.

— Trop de candidats utilisent des abréviations utilisées par leurs professeurs mais qui n’ont pas toujours
de sens pour le correcteur : il vaut mieux les éviter.

— De méme, il est préférable de ne pas écorcher le nom et 1’orthographe des théoremes cités : on voit
par exemple trop souvent « le théoreme spectrale » etc.

— 1l semble judicieux d’éviter d’utiliser des expressions telles que « il est trivial que », « par une ré-
currence immédiate », « il est clair que » , « forcément » ,etc , qui indisposent le correcteur : toute
proposition énoncée dans une copie se doit d’étre démontrée.

— De la méme facon, les examinateurs ne gofitent guere des arguments inventés ou fallacieux pour
arriver a toute force au résultat annoncé dans 1’énoncé : la donnée d’un tel résultat permet en général
de poursuivre la résolution de 1’exercice sans avoir pu le démontrer : nous apprécions le candidat qui
admet clairement le résultat en question pour continuer.

— Nous conseillons fortement aux candidats de prendre le temps de se relire car cela permet souvent
d’éviter des erreurs basiques : par exemple, dans un développement limité, les deux termes de I’égalité
ne tendent pas vers la méme limite, etc.

— Enfin, un exemple méme s’il permet souvent d’aider dans la perception du probleme, ne permet pas
de démontrer un résultat général.

Cette année, nous avons choisi de poser uniquement trois exercices, le deuxieme parcourant une bonne
partie du programme d’algebre linéaire des deux années de classes préparatoires.

Le premier exercice portait sur les extrema avec contrainte d’une fonction a plusieurs variables obtenu
par différentes méthodes et il n’y avait pas, cette année, d’exercices de probabilités.

— Rappelons qu’une lecture attentive de la totalité de chaque exercice du sujet permet souvent de com-
prendre I’architecture et la démarche proposée.
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— Un trop grand nombre d’étudiants ne maitrise pas les notions de base d’algebre linéaire, méme de
premiere année, ainsi que les théoremes principaux d’analyse du programme de deuxieme année de
MP et esperent cependant venir a bout des questions posées en utilisant des recettes toutes faites bien
souvent mal comprises.

— Nous constatons de nouveau une trés grande maladresse dans les calculs (parfois tres simples) qui
sont trop rapidement abandonnés :

x Les opérations sur les puissances posent encore beaucoup de probleme a nombre de candidats.
» On trouve encore trop d’équivalents a 0.

» Les quantificateurs, les symboles ==, <= sont trop souvent malmenés, voire oubliés lorsqu’ils
sont fondamentaux.

Conclusion : Nous souhaitons obtenir dans la résolution des exercices proposés de la rigueur, une
rédaction claire et lisible et une justification des résultats en utilisant a bon escient le cours : ainsi,
nous encourageons les candidats a rédiger le plus proprement, correctement et rigoureusement possible
leurs copies, en détaillant clairement les calculs effectués et les théorémes utilisés a chaque étape de la
résolution, sans forcément chercher a tout traiter de fagon superficielle.

Nous essayons de construire nos exercices de fagon tres progressive, les dernieres questions étant parfois
plus difficiles et nous sommes donc surpris lorsque des candidats négligent totalement un exercice.
Nous rappelons enfin qu’il vaut mieux admettre clairement le résultat d’une question et avancer
dans la résolution du reste de I’exercice plutot que de donner des arguments faux qui indisposent
nécessairement le correcteur.

Nous proposons cette année dans ce rapport une correction succincte du sujet afin d’inciter les can-
didats a I’étudier attentivement en reprenant « a la main » les parties parfois rapidement rédigées.

Commentaires par exercices

Exercice 1

Exercice sur la recherche d’extrema sous une contrainte d’une fonction a plusieurs variables en utilisant
diverses méthodes.

Cet exercice a été trop peu traité par les candidats et nous le regrettons. Il n’y avait pourtant pas de grosses
difficultés théoriques et plusieurs questions étaient quasiment des questions de cours : il est surprenant de
constater que beaucoup de candidats ont des difficultés a prouver que F' défini par son équation x +y = 0
est un sous-espace vectoriel de R?.

Notons les principales erreurs rencontrées :

— Un point critique n’est pas forcément un extremum, méme sur un ouvert.

— Trés peu d’étudiants (1% environ) pensent 2 signaler que f est de classe C' avant de calculer ses
dérivées partielles.

— On note une utilisation abusive de la trace et du déterminant de la Hessienne pour déterminer le signe
des valeurs propres, alors que celles-ci sont calculées explicitement par le candidat.
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— Montrer que F, donné par son équation x +y = 0 est un sous-espace vectoriel de R* et en donner sa
dimension représente un réel challenge pour certains candidats.

On a méme rencontré :
* F(1X+Y)=AF(X)+ F(Y) pour démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.
» O € F etdonc, F est un sous-espace vectoriel de R*.

— Trouver I’orthogonal de F' reste souvent d’une difficulté extréme.

— La notion de sous-espace affine semble inconnue de beaucoup d’étudiants.
Exercice 2

Cet exercice traite d’un endomorphisme de C,_;[X] et faisait souvent appel au calcul sur les nombres
complexes.

Nous sommes frappés par la méconnaissance des notions élémentaires de calcul dans C pour de nombreux
candidats.

De facon plus précise :

— La somme des termes d’une suite géométrique n’est pas toujours connue.

Ainsi, la premiere question a été souvent maltraitée ce qui a entrainé par la suite de nombreux calculs
inachevés voire non effectués.

. . . _ 1 . N
— Bien que 1’on ait rappelé que " = 1 et que @ = w™! = —, beaucoup de candidats ont eu du mal
w

mettre en oeuvre ces relations.

— 1l faut savoir poser le produit de deux matrices et ne pas écrire de grosses matrices avec des points
pour effectuer le produit de deux matrices de taille n.

— Les racines du polyndmes X* — 1 sont parfois assez étonnantes.
— Trop de candidats ont traité les questions 3. a 7. dans le cas n = 3.

— Beaucoup d’étudiants obtiennent des polyndomes caractéristiques de degré différent de la taille de la
matrice sans que cela ne leur pose probleéme.

Rappelons qu’il est important de lire completement 1’énoncé de chaque exercice : cela aurait permis a
plus de candidats de traiter les questions faciles situées dans la deuxieme partie de 1’exercice.

Exercice 3

Exercice d’analyse classique mettant en oeuvre quelques théoremes du programme d’analyse de deuxieme
année. .
La dérivée de la fonction x f h(t) dr amene toujours son lot de résultats surprenants !

a

Quelques remarques qui nous ont marquées :

— Le développement en série entiere de la fonction exponentielle laisse souvent perplexe. Le domaine
de validité est faux pour environ 10% des candidats...

— Certains candidats traitent les sommes de séries de la méme fagon que les sommes finies : la fonction

x" e . ) = X" e
X = () est définie sur R et donc, la fonction x — Z )2 est définie sur R !
n! = (n!

14/15



— f uniformément continue (sans intervalle) n’implique pas f lipschitzienne (toujours sans intervalle) !

— Toujours sur les fonctions lipschitziennes : pour montrer que f est lipschitzienne sur [a, b], il ne suffit
pas de montrer qu’il existe k > 0, tel que |f(b) — f(a)| < k|b-al.

— Une fonction développable en série entiere n’est pas une fonction polynomiale !
— f(x) <e*n’implique pas que f(x)-1 ~, ¥ tout comme f(x)-1 0 n’implique pas que f(x) > 1+x.

— Quasiment personne ne rappelle que si f est développable en série entiere, elle possede un dévelop-
pement limité de tout ordre au voisinage de 0.

X
— Meéme si la fonction 4 est positive, on ne peut en déduire que V x € R, f h(t)dt > 0.
1

+00
— ltim f(¢) ne peut dépendre de 7, tout comme Z a, x" ne peut dépendre de n.
- n=0
) 1
— Onaaussivu: f(x) = — e
n!
okeskokock

Luc Valette.
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